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Modello il

z="f(u|w) v - noise

Zm

] {w}

u-—causa => z,— effetto (misurato on errore)

Control / Classification / Prediction: determine {z} from {u}{w}
Inverse problem: determine cause {u} from {z.},{w}

Inverse problem: Identification: determine {w} from {u},{z,,} - Learning
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Modello lineare A) i

z= YWwu; Vv - noise

Zm

] w}

u-—causa => z,— effetto (misurato on errore)

Control / Classification / Prediction: determine {z} from {u},{w}
Inverse problem: determine cause {u} from {z}{w}

Inverse problem: Identification: determine {w} from {u},{z,,} - Learning
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CApXg tap Xt N Xy = by
A%t A Xp F o Ay Xn = by
Xy Famp Xp + e iy Xn = by

Sistema lineare dl

{a;} — coefficienti in numero N x M
{x;} — incognite, N
{b;} — termini noti, M

| sistemi lineari sono interessanti
perché sono manipolabili con
operazioni semplici (algebra delle
matrici)

NB le x qui sono i parametri w del

modello, i coefficienti a; i valori di
ingresso e b; i valori di uscita.

AA. 2019-2020 6/36

Esempio:

X+ 2%, + 4xy =5
4%, -2 Xy + 05xy=3
2X 3 X+ e 3xy=-1
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Matrici Al
A:[ai’j] AT :[aj’i]
aA:[aai‘j] C:A+B:[ai’j+bi’j]

C=AB= [Ci,j] dove [Ci,j]: Zn:ai,kbk,j
k=1

Prodotto degli elementi di una riga per gli elementi di una colonna.
SeA(nxm)=>B(mxp)=> C(hxp)

1 -1
2 3 1 77
2 0

Se il numero di righe = numero di colonne, matrice quadrata
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Matrici (Proprieta) 2]

La somma & associativa e commutativa (A+B)+C=A+ (B +C).

Il prodotto € associativo rispetto alla somma ma non gode della proprieta commutativa:
(A+B)C =AC + BC.

AB =BA

1 peri=|j
I=[ai']: P ) ] _ matriceidentita
" 0 altrimenti

Al=A=I1A

X

vettore come matricecolonna:u’ = y

c C C

z

prodotto vettorematrice:v=u'M
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1l
Minore complementare qu.u

Ay* minore complementare di a;; = determinante
della matrice ottenuta eliminando larigai e la
colonna j di A.

3 -2
A*,, = det =3*2-(-2*1)=+8
1 2
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. . . 215
Determinante di una matrice Quadrata f

det(A) :Z (_l)(i+j) aij A*ii = Z(—l)(i+j) aij A*ij
L i

{aﬂ a,

21 22

A }:det(A) =apdyp—apay

1 3 -2
A= 2 0 1
11 2

det(A) = (-1)¢ (2 [B*2) - (-2* D] + (-2 (0) [(1*2) - (-2*1)] +
(-1)@3) (1) [(1*1)-(3*1)] =-16 + 2 = -14

Elementi sulla riga
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2k
Calcolo della matrice inversa Lé‘u.‘u

Matrice dei complementi algebrici

Al = [1/det(A)] A+

= (-1)idet (A(})

Minore complementare della matrice A trasposta
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1115
Esempio di matrice Inversa dll
A = [a;; ], matrice quadrata. Aty At At
A+ matrice dei Al= At At Ata ATA=I
complementi algebrici = Udet( | Aw A A'm

minori complementari
moltiplicati (-1)™i

|

detA=-14 AA1l=-1/14

A)

—[22-11] 12-(-2)1 -[11-(-2)2] -3 4 -5
21-01  —[11-31] 10-32 2 2 -6

A

=N

02-11 -[32-(-2)1] 31-(-2)0 -1 -8 3
(1/14){ ]

3 -2

-1
0 1 A_]_ _
1 2 Ta

2(-1)+0(-3)+1(2) 2(-8)+04+12 23+0(-5)+1(-6)

1(-1)+3(=3)-22 1(-8)+34-2(2) 13+3(-5)-2(-6)
=
-1 +1(-3)+22 1(-8)+14+22] 13+1(-5)+2(-6)

Se esiste, la matrice inversa € unica.
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Rango di una matrice dll
Data una matrice A di ordine n (n x n),

una matrice A nxn harango m < nse e solo se
esiste un suo minore di ordine m non nullo

mentre sono nulli tutti i minori di ordine m + 1.

Una matrice A n x n ha rango n (rango pieno) se e solo se
il suo determinante e diverso da 0

Rango di una matrice M x N e la dimensione massima di tutte le
matrici quadrate estraibili da A e con determinante non nullo. Il
rango &€ massimo quando non é inferiore alla dimensione minima
della matrice.
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Matrice inversa dl

AlA=|

La matrice inversa e definita per una matrice quadrata
Esiste ed ¢ unica se det(A) # 0

Numero di condizionamento di una matrice (quadrata):
rapporto tra il valore singolare maggiore e minore (cf.
Funzione cond in Matlab).

E’ una misura di sensibilita della soluzione di un sistema
lineare a variazioni nei dati.
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Rango di una matrice dll

Data una matrice A di ordine n (n x n),

una matrice A nxn harango m < nse e solo se
esiste un suo minore di ordine m non nullo

mentre sono nulli tutti i minori di ordine m + 1.

Una matrice A n x n ha rango n (rango pieno) se e solo se
il suo determinante e diverso da 0

Rango di una matrice M x N & la dimensione massima di tutte le matrici quadrate
estraibili da A e con determinante non nullo. Il rango & massimo quando non &
inferiore alla dimensione minima della matrice.
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Altre proprieta delle matrici dll

det(AB) = det(A) det(B)

det(diag(W)) = [T i
(AT = (AT
(ABC)T=CTBTAT

Una matrice U, si dice ortogonale se UT U = diag(W).
Una matrice U, si dice ortonormale se UTU =1 = U1=UT

Condizione di ortonormalita:

Il determinante & = 1.

La somma dei prodotti di due righe o di due colonne ¢ = 0.

La somma dei quadrati degli elementi su righe e colonne = 1

Esempio notevole: matrice di rotazione (cambio di sistema di riferimento).
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il
Esempio A1)
y=X+2 ?= [-1/4;7/4]
y=-3x+1 e
1x,—-1x%x,=-2 -
! 2 Yy=X;
-3X1—1X2:-1 X=X
Risolvo per sostituzione: X; = -2 + X,.
3(-2 +Xy)-%X,=-1 = x,=7/4
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Sistema lineare ag
dil
A X Fap Xp t o an Xy = by
A1 Xy T A Xy F e N Xy = by
Ax=b Mx 1
AgXy + gy Xg + oo aun Xn = by ‘\ X
_ Vettore dei
Esempio: termini noti
X+ 2%+ . 4xy =5
4%y -2 Xy + .. 05x%xy=3
M x N Nx1
(Matrice di disegno) Vettore delle
"""""""""" incognite
2%, +3 X+ . -3xy=-1
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Sistema quadrato (N x N) ke A
d|
= El Ammette 1, nessuna o « soluzioni
=D
Aé N x N quadrata
A Ax=Db
Xy T ag Xo F e ann X
N1 N2 2 NN N N A-lAX :A_lb
= A-1 -1 i i
Esempio: x = Al b se Alesiste, 1 soluzione.
X+ 2 X+ 4XNy =5
A% 2% e 05xy=3 altrimenti, nessuna (rette parallele)
0
___________________ o soluzioni (rette coincidenti).
2%+ 3 X, + . 3xy=-1
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Soluzione dei sistemi lineari

y=Xx+2
Scrivo il sistema lineare: Ax="b y=-3x+1
_ 1 -1 _72 1X1—1X2:'2
A= [v3] o=l 3x—1%x,=-1

X e una soluzione se soddisfa tutte le equazioni del sistema stesso.

Soluzioni:
I 3 Soluzione (sistema impossibile)
3 Soluzione (sistema possibile)
1 soluzione (sistema determinato)
> 1 soluzione (oo soluzioni — sistema indeterminato).

05
Lf‘u.u
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Soluzione di sistemi lineari quadrati

x=Alb

Condizione di esistenza dell’inversa ¢ det(A) # 0

11 sistema ammette 1 ed 1 sola soluzione se det(A) # 0

Altrimenti: nessuna o infinite soluzioni

=

o
Iz‘u.u
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Risoluzione di un sistema 2x2 il
81X tagX, = by y = AX
1% +agX, = b,
x=Aly
1 |: Ay, - a12j|
Al=
det(A) —ady a;
det(A) = ay;*ay-a1,™ay
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21k
Esempio A
h N 1X1'1X2='2
y=x+2 N 3%, -1x%,=-1
y=-3x+1 . N
, X; = X
Xy =

aelt 3 e[

det(A) = 1(-1)-(-1)(-3)=-1-3=-4

Rango di A é pieno

A= P=[-14 7/4]

X, = -1/4 ] [
Xo = 114 PEATD="714s 1) |1
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A
Esempio di soluzione non univoca Lf‘u.‘u

1 Xl - 1 X2 = '2
y=x+2 | 2x,-2%,=-3
2y =2x+3

- | X; =X
1 -1 -2 1 X, =
At b=l =y
Non esistono soluzioni

det(A) = 1(-2)-(-1)(2)=-2+2=0 La soluzione non esiste 0 « soluzioni.

y=x+2 La soluzione, se esiste non & unica: tutti i punti della
2y =2x + 4 retta soddisfano contemporaneamente le 2
equazioni. In questo caso oo soluzioni: rette
sovrapposte.
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Sistema M x N, M > N Kl 4
<)1)
Xy + 85y Xp F e Ay Xy = by Ammette 1, nessuna o oo soluzioni
A1 Xy T A Xy F e N Xy = by
Ax=Db
___________________ Aé Mx N, M>N, non e una matrice
quadrata.
Xy + ayp Xg ¥ e awu Xy =bv 1, nessuna, oo soluzioni.
E io: T
356212'2 o aes Ho delle equazioni di troppo, devono
L 2%y F . NE .
1%, 2%+ o 05%, =3 essere correlate (corppm_ate
linearmente), perché il sistema
ammetta soluzione.
Posso sempre calcolare la soluzione in
2%, +3 X+ . 3Xy=-1 ..
forma matriciale.
A.A. 2019-2020 26/36 http:\\borghese.di.unimi.it\

13



4k
Sistemi lineari con m > n Lz?‘u.‘u

J(W,L) é rettangolare: numero di righe maggiore del numero di colonne

Ax=b Adidimensionimxn

y=X+2
y=-3x+1
y=-X +3/2 I a

Una delle 3 righe diAé
combinazione lineare

delle altre. 7 , , , _c
L i x P=[-1/4 7/4]
A= E :j b= L‘llj Esiste un’equazione “di troppo”
Nessuna, 1 0 oo soluzioni Rango di A ¢ pieno
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15
Relazione tra le equazioni fl
(combinazione lineare)
oy (y-x-2)+
o, (y+3x-1)=
IP (y+x -3/2)
) In questo caso:

Tutte le rette per la soluzione P possono essere descritte come un
fascio (di rette).

Un fascio di rette € univocamente identificato da due rette (che si
incontrino in un punto).

La terza equazione &€ combinazione lineare delle prime due.

A.A. 2019-2020
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Sistema lineare: soluzione algebrica il

Caso generale:
Ax=Db > ANAx=Ab [ > @A@A)AAx= AA)AD

(A’A) gioca il ruolo di A quadrata. X = (A’A)1A%

Quale criterio viene C = (A" * A)! & la matrice di covarianza
soddisfatto da x? (matrice quadrata n x n)
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m
Sistemi lineari con m > n dll

y:X+2 Xl_X2:'2
y=-3x+1 -3X,—X,=-1 [ Ax=b Adidimensionimxn
y:-X +3/2 'Xl_X2:'3/2

1 -1 ) .
A= -3 -1 b= -1

-1 -1 ~15

M1 3 ’ R ’ ‘
AsA= [ 3} det = 24 p=[-1/4 7/4]

C= (ATA)‘l _ {0.1250 -0.1250} P=C*AT*h P=1[-0.25 +1.75]

-0.1250 0.4583
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Riformulazione del problema con errore il
did
AXg tap Xpt o A Xy =Dyt v Errore di modello (sistematico,
Xy tagn Xyt an Xy =Dyt v, randomico). M x 1 => Residuo.
Ax=b+N
Xy T Ay Xo e aun Xn = byt vy N X1
Vettore dei
Modello Misure termini noti
MXxN N x1
(Matrice di disegno) Vettore delle
incognite
Quale criterio e soddisfatto da x=(x;,X,)? Quali sono i parametri w, data la
misura b? b + v rappresenta una traslazione verticale della retta.
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. . ks
Soluzione come problema di qu fl

ofttimizzazione
2
Funzione costo: (Ax — b)2= ka = [|Ax=b |’
K

Assegno un costo al fatto che la soluzione x, non soddisfi tutte le equazioni, la somma
dei residui associati ad ogni equazioni viene minimizzata. Geometricamente: viene
trovato il punto a distanza (verticale) minima da tutte le rette.

min ;vf:ngin (Ax-b)?
ATAX = ATb

i(Ax—b)2 =2AT(Ax-b)=0 x = (ATA)1ATh
dx

NB le funzioni costo sono spesso quadratiche (problemi di minimizzazione convessi)
perche il costo cresce sia che il modello sovrastimi che sottostimi le misure.
Inoltre, le derivate calcolate per imporre le condizioni di stazionarieta (minimo), sono

relativamente semplici.
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1 -1 -2
A= -3 -1 b=
-1 -15

Txea_ 113 ~
A A—{S 3 det =24

P=[-1/4 7/4]

— TA)-1 = 0.1250 -0.1250 - T —TI.
C= (NA)I= [0 09]  P=C*AT*b  P=[025+L75]

AA. 2019-2020 ”AX'__b_“ =

http:\\borghese.di.unimi.it\

Sistemi lineari con m > n dll
X1=%, =2 i Ax = b Adi dimensioni m xn
'3X1 - X2 =- 1
-Xl - X2 = '3/2

=

Sistemi lineari con m > n - non esiste 4
soluzione (matematica)
X;—X,=-2+0 AX=Db A di dimensioni m x n
3%, + %, = +1-0.5)= +05
Xy — X, = -3/2+ 0 =-3/2
1 -1 -2 i L \' S
A= {3 1] b= |os !
-1 -1 -15 P + P \\
o n_ 113 , B , '
AEAZ {3 3} det=24 > v2 = |IAx—b |[*= 0.2041241
k

0.1250 0.4583

C= (AA)!= {0-1250 -0-1250} P=C*AT*p P’=[-0.375+1.70833]
No intersezione
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Commenti dll
sz = ||Ax—-b ||2=Z|| A X=b |I? =
k

k
[(Ailxl + A12X2 )_ b1]2 + [(A21X1 + Azzxz)_ bz ]2 +
[(A31X1 + A32X2 )_ b3 ]2
P’ = [-0.375 +1.70833] X; — X, = -2 -0.375-1.70833+2 = v, = -0.083333

3%, +X,=+1/2 -1.125+1.70833- 0.5 = v, = 0.083333

No intersezione
-X1 — X, = -3/2 +0.375-1.70833+1.5 = v; = 0.16666

Lo scarto misura la somma quadratic delle distanze (verticali) tra il punto
che rappresenta la soluzione e le 3 rette.
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